
Posuv perihelia Merkura a ohyb
sv¥tla v blízkosti Slunce

Zpracoval: Petr Hru²ka <hruska@popelka.ms.mff.cuni.cz>
Pouºitá literatura: skripta RNDr. Leo² Dvo°ák, CSc.: Obecná teorie

relativity a moderní fyzikální obraz vesmíru

Posuv perihelia Merkura
Budeme p°edpokládat, ºe Merkur je testovací £ástice a vy²et°ovat jeho pohyb
ve Schwarzschildov¥ metrice. Na Merkur nep·sobí prakticky ºádné síly, krom¥
gravita£ní, takºe se pohybuje podle rovnice geodetiky.

DUµ

dτ
= 0 (1)

Odtud dostáváme

DUα

dτ
gαµ = 0 (2)

DUα

dτ
= 0. (3)

Rozepí²eme absolutní derivaci podle de�nice a dostáváme:

0 =
DUα

dτ
=

dUα

dτ
− Γα

µνUµUν , (4)
dUα

dτ
= Γµ

ανUµUν . (5)

Dosadíme za Γα
µν podle vztahu

Γµ
αν =

1
2
gµσ(gσα,ν + gσν,α − gαν,σ) (6)

a dále upravujeme.

dUα

dτ
=

1
2
gµσ(gσα,ν + gσν,α − gαν,σ)UµUν =

1
2
(gσν,α + gασ,ν − gαν,σ)UσUν (7)

Závorku s metrickými tenzory rozloºíme na symetrickou (první £len) a anti-
symetrickou (druhý a t°etí £len) £ást. Tenzor UσUν je symetrický, takºe anti-
symetrická £ást závorky dá nulu. Dostáváme tak rovnici geodetiky ve tvaru

dUα

dτ
=

1
2
gσν,αUσUν (8)

Z rovnice (8) plyne, ºe nezávisí-li sloºka metrického tenzoru gσν na sou°adnici
α, tj. gσν,α = 0, pak Uα = konst.

Pohyb Merkura vy²et°ujeme ve Schwarzschildov¥ metrice

ds2 = −
(

1− 2M

r

)
dt2 +

1
1− 2M

r

dr2 + r2(dθ2 + sin2 θ dϕ2), (9)
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tj.

g00 = −
(

1− 2M

r

)
, g11 =

(
1

1− 2M
r

)
, g22 = r2, g33 = r2 sin2 θ, (10)

gµν = 0 pro µ 6= ν, (11)

kde 0 = t, 1 = r, 2 = θ a 3 = ϕ. Je tedy gσν,0 = 0 a gσν,3 = 0.
Tomu odpovídají integrály pohybu, které ozna£íme v souladu s letním se-

mestrem jako:

U0 = Ut = −Ẽ (12)
U3 = Uϕ = L̃. (13)

Konstanty L̃ (resp. Ẽ) mají význam momentu hybnosti (resp. energie) na jed-
notku klidové hmoty Merkura.

Dále budeme bez újmy na obecnosti p°edpokládat (resp. zvolíme sou°adnice
tak), ºe se Merkur pohybuje v sou°adnicové rovin¥ θ = π

2 , £ili

Uθ =
dθ

dτ
= 0 (14)

U2 = Uθ = gθσUσ = gθθU
θ = 0 (15)

Poslední sloºku £ty°rychlosti Ur m·ºeme ur£it pomocí vztahu gµνUµUν =
gµνUµUν = −1.

Z relace δα
β = gα

σ gσ
β a diagonality gµν dostáváme

gαα = g−1
αα, (16)

gµν = 0 pro µ 6= ν. (17)

g00U0U0 + g11U1U1 + g22U2U2 + g33U3U3 = −1 (18)

− 1
1− 2M

r

Ẽ2 + grrU2
r +

1
r2

L̃2 = −1 (19)

(20)

S vyuºitím dr
dτ = Ur = grrUr po úprav¥ dostaneme:

(
dr

dτ

)2

= Ẽ2 −
(

L̃2

r2
+ 1

)(
1− 2M

r

)
(21)

Poslední rovnici vynásobíme výrazem
(

dτ
dϕ

)2

, abysme na levé stran¥ získali
kvadrát dr

dϕ . P°i úpravách na pravé stran¥ vyuºijeme faktu

(
dτ

dϕ

)2

=
(

dϕ

dτ

)−2

= (Uϕ)−2 = (gϕϕUϕ)−2 =
(

1
r2

L̃

)−2

=
r4

L̃2
. (22)

V takto získané rovnici
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(
dr

dϕ

)2

=
r4

L̃2

[
Ẽ −

(
L̃2

r2
+ 1

) (
1− 2M

r

)]
(23)

provedeme substituci r := 1
ρ :

1
ρ4

(
dρ

dϕ

)2

=
1

ρ4L̃2

[
Ẽ −

(
ρ2L̃2 + 1

)
(1− 2ρM)

]
(24)

a po úprav¥ dostáváme

(ρ′)2 =
Ẽ2

L̃2
−

(
ρ2 +

1
L̃2

)
(1− 2ρM) . (25)

Poslední rovnici zderivujeme podle ϕ

2ρ′ρ′′ = 2M3ρ2ρ′ − 2ρρ′ +
1
L̃2

2Mρ′ (26)

a po vykrácení 2ρ′ dostaneme

ρ′′ + ρ =
M

L̃2
+ 3Mρ2, (27)

coº je Binet·v vzorec pro relativistický p°ípad.
Diferenciální rovnici (27) budeme °e²it p°ibliºn¥. Nejprve si v²imneme, ºe

poslední výraz na pravé stran¥ je moºno rozepsat jako

3Mρ2 =
3
2

2M

r
ρ =

3
2

rg

r
ρ, (28)

kde rg = 2M je gravita£ní polom¥r slunce.
Zlomek rg

r je °ádov¥ velikosti 10−7, proto se poslední £len pokusíme za-
nedbat.

�e²ením rovnice

ρ′′ + ρ =
M

L̃2
(29)

ρ(0) = A cosϕ + ρ0, (30)

kde ρ0 = M
L̃2 . Vyjád°ením r = 1

ρ z (30) v²ak dostaneme rovnici kuºelose£ky

r =
1

A cos ϕ + ρ0
, (31)

která ºádný posun perihelia nemá a odpovídá newtonovskému °e²ení. Zdá se, ºe
jsme zanedbávali p°íli². Pokusíme se tedy vylep²it °e²ení malou korekcí:

ρ = ρ(0) + ρ(1). (32)
V rovnici (27) budeme aproximovat pravou stranu pomocí p°ibliºného °e-

²ení (30):
ρ′′ + ρ =

M

L̃2
+ 3Mρ2

(0). (33)
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Dosazením z (32) a malou úpravou dostaneme

ρ′′(1) + ρ(1) = 3M(A cosϕ + ρ0)2. (34)

Tato rovnice (jak si laskavý £tená° jist¥ sám hrav¥ s radostí ov¥°í) má °e²ení:

ρ(1) = 3Mρ2
0 + 3Mρ0Aϕ sinϕ. (35)

Odtud dostáváme:

ρ = ρ(0) + ρ(1) = A cosϕ + ρ0 + 3Mρ2
0 + 3Mρ0Aϕ sin ϕ. (36)

Ke £lenu A cos ϕ vloºíme dal²í výraz rovný p°ibliºn¥ jedné 1 .= cos(3Mρ0ϕ)
a dále výraz 3Mρ0ϕ v posledním £lenu nahradíme p°ibliºným ekvivalentem
sin(3Mρ0ϕ). Dostáváme tak

ρ
.= ρ0 + 3Mρ2

0 + A[cos(3Mρ0ϕ) cos ϕ + sin(3Mρ0ϕ) sin ϕ], (37)

který m·ºeme upravit podle vzorce cos(x− y) = cos x cos y + sin x sin y:

ρ
.= ρ0 + 3Mρ2

0 + A cos(ϕ(1− 3Mρ0)). (38)

Tento výraz je podobný rovnici elipsy (30), s tím rozdílem, ºe perioda není
2π, ale 2π(1− 3Mρ0). Na kaºdý ob¥h Merkura tedy p°ipadá posuv perihelia o
6πMρ0 radián·.

Zbývá ur£it ρ0. Z rovnice (31) plyne, ºe ρ0 ur£uje v jistém smyslu velikost
elipsy. Minimální vzdálenost Merkura od slunce je dána vztahem

rmin =
1

A + ρ0
, (39)

zatímco maximální vzdálenost je dána jako

rmax =
1

−A + ρ0
. (40)

Slunce je umíst¥no v ohnisku elipsy, takºe platí 2a = rmin + rmax, kde a je
velikost hlavní poloosy. Dosazením za rmin a rmax dostaneme

2a =
1

ρ0 + A
+

1
ρ0 −A

=
2ρ0

ρ2
0 −A2

=
2r0

1− r2
0A

2
. (41)

P°epí²eme-li (31),

r =
1

A cos ϕ + ρ0
=

1
ρ0

A
ρ0

cos ϕ + 1
=

r0

Ar0 cosϕ + 1
=

r0

e cosϕ + 1
, (42)

vidíme, ºe výraz Ar0 je roven excentricit¥ elipsy. Dosazením do (41) vyjád°íme
ρ0 ve tvaru:

ρ0 =
1

a(1− e2)
. (43)

Výsledný posun perihelia na jeden ob¥h Merkura je roven

∆ϕ =
6πM

a(1− e2)
=

6πGM

c2a(1− e2)
(44)

Po dosazení tabulkových hodnot dojdeme k hodnot¥ 43�/stol., coº v rámci
chyby m¥°ení odpovídá pozorovaným hodnotám.
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Ohyb sv¥tla v blízkosti Slunce
Vyjedeme ze vztahu (27) ve kterém poloºíme £len M

L̃2 roven nule. Moment hyb-
nosti na jednotku klidové hmoty L̃ je totiº pro foton nekone£ný.

Dostáváme tak Binet·v vzorec pro foton:

ρ′′ + ρ = 3Mρ2, (45)

kterou op¥t budeme °e²it jen p°ibliºn¥. Postup °e²ení bude velmi podobný jako
v p°ípad¥ Merkura.

Nejprve zanedbáme £len na pravé stran¥ a nahradíme ho nulou. Získáme tak
nultou aproximaci

ρ(0) = ρ0 cosϕ. (46)
Upravíme-li tento vztah, dostaneme

r0 = r(0) cos ϕ. (47)

Odtud je vid¥t, ºe °e²ení odpovídá pohybu fotonu po p°ímce. r0 je vzdálenost
dráhy fotonu od st°edu Slunce a r(0) je p°epona pravoúhlého trojúhelníku tvo-
°eného fotonem, st°edem Slunce a nejbliº²ím bodem ke Slunci na dráze fotonu.

Stejn¥ jako v p°ípad¥ Merkura dosadíme °e²ení ρ(0) na pravou stranu rovnice
(45) a místo ρ na levé stran¥ dosadíme sou£et ρ(0) a malé korekce ρ(1):

ρ′′(0) + ρ′′(1) + ρ(0) + ρ(1) = 3Mρ2
(0). (48)

Úpravou dojdeme k rovnici

ρ′′(1) + ρ(1) = 3Mρ2
0 cos2 ϕ. (49)

P°esné °e²ení této rovnice je

ρ(1) = 2Mρ2
0 −Mρ2

0 cos2 ϕ. (50)

P°ibliºné °e²ení rovnice (45) je tedy:

ρ = ρ(0) + ρ(1) = ρ0 cos ϕ + 2Mρ2
0 −Mρ2

0 cos2 ϕ. (51)

Zajímá nás, pro které úhly bude foton velmi (nekone£n¥) vzdálený od Slunce.
Pokud by nenastal ºádný ohyb, byl by rozdíl úhl· 180◦. Pro foton vzdalující se
do nekone£na klesá ρ = 1/r k nule. V °e²ení (51) tedy poloºíme pravou stranu
rovnou nule:

0 = ρ0 cosϕ + 2Mρ2
0 −Mρ2

0 cos2 ϕ. (52)
Budeme nejprve uvaºovat foton vzdalující se do nekone£na. Z úvah o vý-

znamu °e²ení ρ(0) víme, ºe hledaný úhel bude blízký hodnot¥ π
2 . Pouºijeme

p°epis
cosϕ = sin(

π

2
− ϕ) ≡ sin ε, (53)

kde ε je odchylka od p°ímého sm¥ru fotonu a dostáváme

0 = ρ0 sin ε + 2Mρ2
0 −Mρ2

0 sin2 ε. (54)
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Vzhledem k tomu, ºe ε je malá hodnota, m·ºeme nahradit sin ε
.= ε:

0 = ρ0ε + 2Mρ2
0 −Mρ2

0ε
2. (55)

Nakonec je²t¥ zanedbáme poslední £len na pravé stran¥ a pak hrav¥ vyjád°íme ε:

ε = −2Mρ2
0 (56)

a odtud m·ºeme zp¥tn¥ vyjád°it ϕ

ϕ1 =
π

2
− ε =

π

2
+ 2Mρ2

0 (57)

Pravá strana rovnice (51) nem¥ní svoji hodnotu p°i zm¥n¥ znaménka ϕ, takºe
druhé °e²ení, odpovídající p°ilétajícímu fotonu, je

ϕ2 = −ϕ1 = −π

2
− 2Mρ2

0. (58)

Ode£tením úhl· a porovnáním s hodnotou 180◦ = πrad získáme hledanou
odchylku od p°ímého sm¥ru:

∆ = ϕ1 − ϕ2 − π = π + 4Mρ2
0 − π =

4GM¯
c2r0

. (59)

Po dosazení hmotnosti a polom¥ru Slunce dojdeme k odchylce 1,75�, coº
odpovídá pozorování. Chyba m¥°ení je v²ak i v dne²ní dob¥ pom¥rn¥ velká
(°ádov¥ desítky procent).
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