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Posuv perihelia Merkura

Budeme piedpokladat, Ze Merkur je testovaci Castice a vySetfovat jeho pohyb
ve Schwarzschildové metrice. Na Merkur nepiisobi prakticky zadné sily, kromé
gravitacni, takZe se pohybuje podle rovnice geodetiky.
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RozepiSeme absolutni derivaci podle definice a dostavame:
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Dosadime za I'j}, podle vztahu
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a dale upravujeme.
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Zavorku s metrickymi tenzory rozloZime na symetrickou (prvni ¢len) a anti-
symetrickou (druhy a tfeti ¢len) ¢ast. Tenzor U°UY je symetricky, takZze anti-
symetrickd ¢ast zavorky d& nulu. Dostéavame tak rovnici geodetiky ve tvaru

dU, 1
— = 390raUU” (8)

Z rovnice (8) plyne, Ze nezavisi-li slozka metrického tenzoru ¢,, na souradnici
a, tj. gov,a = 0, pak U, = konst.

Pohyb Merkura vysetfujeme ve Schwarzschildové metrice
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kde0=t¢t,1=7r2=0a3=¢. Je tedy gov,0 =0 a gor,3 =0.
Tomu odpovidaji integraly pohybu, které oznac¢ime v souladu s letnim se-
mestrem jako:

Uy=U, =—-E (12)
Us =U, = L. (13)
Konstanty L (resp. E) maji v§znam momentu hybnosti (resp. energie) na jed-

notku klidové hmoty Merkura.
Dale budeme bez Gjmy na obecnosti piedpokladat (resp. zvolime souiadnice

tak), ze se Merkur pohybuje v soufadnicové roviné 6 = 7, ¢ili
do
Ul=—=0 14
dr (14)
Uz = Uy = gooU" = gooU® =0 (15)

Posledni slozku ¢tyirychlosti U™ mazeme uréit pomoci vztahu g, U*UY =
gu,u, = -1
Z relace 6% = g5 93 a diagonality g,,, dostavame

9% = Goar (16)

g =0 pro p # v. (17)

d"°UsUo + g U Uy + g*2UsUs + ¢**UsUs = —1 (18)
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S vyuzitim g—: =U" = ¢""U, po upravé dostaneme:
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Posledni rovnici vynasobime vyrazem (3—;) , abysme na levé strané ziskali

kvadrat j—;. Pii dpravach na pravé strané vyuzijeme faktu

V takto ziskané rovnici
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provedeme substituci r := %:

E — (7[}224-1) (1—2?4” (23)
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a po tpravé dostdvame
o E? , 1
() =5\t (1—2pM). (25)

Posledni rovnici zderivujeme podle ¢
1
20'p" = 2M3p*p’ — 2pp’ + 732M o (26)
a po vykraceni 2p’ dostaneme

M
p”+p=§+3Mp2, (27)

coZ je Binetiv vzorec pro relativisticky piipad.

Diferencialni rovnici (27) budeme fesit pFiblizné. Nejprve si viimneme, Ze
posledni vyraz na pravé strané je mozno rozepsat jako
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kde ry = 2M je gravita¢ni polomér slunce.

Zlomek ’;—‘7 je tadové velikosti 1077, proto se posledni ¢len pokusime za-
nedbat.

Regenim rovnice

(28)

(29)
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po) = Acosg + po, (30)
kde pg = % Vyjadfenim r = % z (30) vSak dostaneme rovnici kuZelosecky
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kterd zadny posun perihelia nem4 a odpovida newtonovskému regeni. Zd4 se, Ze
jsme zanedbévali piilis. Pokusime se tedy vylepsit feSeni malou korekei:

P =P T P)- (32)

V rovnici (27) budeme aproximovat pravou stranu pomoci piiblizného fe-
Seni (30):

p' +p == +3Mpj,. (33)



Dosazenim z (32) a malou tpravou dostaneme

ply + Py = 3M(Acos ¢ + po)*. (34)
Tato rovnice (jak si laskavy Gtenaf jisté sam hravé s radosti ovéii) méa FeSeni:
p(1y = 3Mpg + 3MpyApsin . (35)

Odtud dostavame:
p = po)+ pa) = Acosp+ po + 3MpZ + 3M po Ay sin . (36)

Ke ¢lenu A cos ¢ vlozime dalsi vyraz rovny priblizné jedné 1 = cos(3M ppp)
a dale vyraz 3Mpop v poslednim ¢lenu nahradime piibliznym ekvivalentem
sin(3M po¢). Dostévame tak

p = po + 3MpZ + Alcos(3M pog) cos o + sin(3M poe) sin ¢, (37)
ktery mtizeme upravit podle vzorce cos(x — y) = cosx cosy + sinz sin y:
p = po+ 3Mp + Acos(p(1 — 3Mpy)). (38)

Tento vyraz je podobny rovnici elipsy (30), s tim rozdilem, Ze perioda neni
27, ale 27(1 — 3M po). Na kazdy obéh Merkura tedy p¥ipada posuv perihelia o
67 M py radiana.

Zbyva uréit pg. Z rovnice (31) plyne, Ze po ur€uje v jistém smyslu velikost
elipsy. Minimélni vzdalenost Merkura od slunce je dana vztahem

o (39)
T'min = ’
A+ po
zatimco maximalni vzdélenost je dana jako
1
Tmaz = . 40
i (10)

Slunce je umisténo v ohnisku elipsy, takze plati 2a = rpin + Tmaz, kde a je
velikost hlavni poloosy. Dosazenim za 7.,in & Tma, dostaneme
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1
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T = = = = s
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vidime, Ze vyraz Arg je roven excentricité elipsy. Dosazenim do (41) vyjadiime

po ve tvaru:
1

= —. 4
po a(l —e?) (43)
Vysledny posun perihelia na jeden obéh Merkura je roven
6 M 6rGM
Ap=—" il (44)

- a(l —e?) - c2a(l — e2)

Po dosazeni tabulkovych hodnot dojdeme k hodnoté 43”/stol., coZ v ramci
chyby méfeni odpovidé pozorovanym hodnotam.



Ohyb svétla v blizkosti Slunce

Vyjedeme ze vztahu (27) ve kterém polozime &len % roven nule. Moment hyb-

nosti na jednotku klidové hmoty L je totiz pro foton nekone¢ny.
Dostavame tak Binettiv vzorec pro foton:

p"+p=3Mp* (45)

kterou opét budeme fesit jen piiblizné. Postup feeni bude velmi podobny jako
v piipadé Merkura.

Nejprve zanedbame ¢len na pravé strané a nahradime ho nulou. Ziskame tak
nultou aproximaci

P(0) = Po COS . (46)
Upravime-li tento vztah, dostaneme

To = T(0) COS . (47)

Odtud je vidét, ze feseni odpovida pohybu fotonu po piimce. rg je vzdalenost
drahy fotonu od stfedu Slunce a 7oy je pfepona pravothlého trojihelniku tvo-
feného fotonem, stfedem Slunce a nejbliz§im bodem ke Slunci na dréze fotonu.
Stejné jako v piipadé Merkura dosadime feSeni p(g) na pravou stranu rovnice

(45) a misto p na levé strané dosadime soucet p(y) a malé korekce p(q):
leo) + P/(/1) +po) +pa) = 3MP%0)- (48)

Upravou dojdeme k rovnici
Py + pay = 3Mpj cos® . (49)
Piesné feSeni této rovnice je
— 2 2 2
pay = 2M py — M pj cos” . (50)
Piiblizné teSeni rovnice (45) je tedy:
P = p) t Pr) = Po cos @ 4+ 2M pg — M p3 cos® . (51)

Zajimé nés, pro které thly bude foton velmi (nekone¢né) vzdaleny od Slunce.
Pokud by nenastal zadny ohyb, byl by rozdil ahla 180°. Pro foton vzdalujici se
do nekone¢na klesa p = 1/r k nule. V TeSeni (51) tedy polozime pravou stranu
rovnou nule:

0 = pocos @ + 2M p2 — M p? cos® . (52)

Budeme nejprve uvaZovat foton vzdalujici se do nekone¢na. Z uvah o vy-
znamu feSeni p() vime, Ze hledany thel bude blizky hodnoté 7. Pouzijeme
piepis

cosp = sin(g — ) =sine, (53)

kde ¢ je odchylka od piimého sméru fotonu a dostavame

0 = posine + 2Mp2 — Mp3 sin” . (54)



Vzhledem k tomu, Ze € je mal&d hodnota, miizeme nahradit sine = ¢:
0 = poe + 2Mp3 — MpZe?. (55)
Nakonec jesté zanedbame posledni ¢len na pravé strané a pak hravé vyjadiime e:
e=—2Mp] (56)

a odtud muzeme zpétné vyjadrit ¢

m T
prL=5 -&E=75

2M p?
9 B + Po (57)

Prava strana rovnice (51) neméni svoji hodnotu pi#i zméné znaménka ¢, takze
druhé feSeni, odpovidajici pfilétajicimu fotonu, je

m
P2 =—p1=—5 — 2M pj.- (58)
Odectenim uhlid a porovnanim s hodnotou 180° = #wrad ziskame hledanou
odchylku od pfimého sméru:

4G M,
A=p—ps—T=1+4Mp} —7 = CQT‘@. (59)
0

Po dosazeni hmotnosti a poloméru Slunce dojdeme k odchylce 1,757, coz
odpovidd pozorovani. Chyba méfeni je v8ak i v dne$ni dob& pomérné velks
(fadove desitky procent).



